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SULLE FUNZIONI SIMMETRICHE COMPLETE 
NOTA 

per «. TORELLI 

letta nell’Associazione delle Conferenze di Matematiche. 

1. Se immaginiamo sviluppato il polinomio 

dove r è un numero intero e positivo, e quindi rimpiazzati con I' unità i coeffi- 
cienti numerici avremo quella che si chiama funzione simmetrica completa di 
grado r relativa agli n elementi a,, e che equivale alla somma delle com- 

binazioni complete ad r ad r degli n elementi. 

Noi la rappresenteremo col simbolo (a,, o„. . . .oj 1, o più concisamente con 
V rm ; convenendo che perr=0 i simboli suddetti rappresentino l'unità. 

Dalla definizione stessa si fa manifesto che la funzione V rin è eguale a 
.<!„“* estendendo il sommatorio a tutti i valori interi c positivi incluso lo 
zero di a,, a, a, soddisfacenti all’ equazione a, -t-a,-t-...-+-a a =r. 

2. Dacché nelle combinazioni complete ad r ad r degli n elementi a,, a,,..., o, 
le combinazioni che contengono «*, debbono essere tutte le combinazioni ad r — s 
ad r—s degli n — I clementi a,,... moltiplicate pera', segue che 

{«, , a„...a,) r =(a„a 

-r-K.a, 

ma sileome il secondo membro si può scrivere 

{<!„«.. . . . ,) r “ , «. 

a »- l ) r '+" 0 i,( a i > a i, • • • 

avremo in conseguenza 

(t ) . («„«,, . . . ,a > .„a.) r =(a l ,a„ . . . ,o„,) r -f-a.(o, ,o„. . . . 

3. Si abbiano ora due sistemi di uno stesso numero di elementi 

** ' j 

V2Laa,**v' * 
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che diversifichino solo negli ultimi elementi he e. Poiché la differenza . 

(o,.a a ,h) r — (a,,a, t ... 1 a„,c) r 

si annulla per b=c, è chiaro che essa sarà divisibile per h — e. Proponiamoci adun- 
que di trovare il quoziente della divisione. Si à 


(a, ,a„. . .,a*,b) Tz= 2d a < a<a °'- ■ ■a*"b a '+' 


(a,-t-a,-K..-t-a"-Ha. +) =r) 

(a,, a ,a„c) ^ =2] a t“ , fl^ a5 •••a. 0 "e 0 ’ +, 

quindi sarà 

(a,, a, a„b) r — (a, ,a„ . .. > a. > e) , =2«| 0, «l a, ' • .a n 0 ’(^ a " +, — c°" + ') 

ma È 

1-, . . -t-4c a,t+, ^*-+-C a/l+l -I 

b — c 

dunque dovrà aversi 

=Y a «- a 

b — e 
con 

a 1 -+-a 1 -h...-h« n H-/3H-7=a l -4-ff 1 -+-. . . 1=r— 1 
e in conseguenza 

,«,% aj.) r —(a„a t n.,c) r _ , , 

( 2 ) 1 — = (a,,a, o..6,c) r V 

i. Se in questa forinola noi facciamo tendere e verso b il primo membro tende 
verso la derivata dell’espressione ( a t ,a t ,...,a„b) r rispetto a b, quindi passando ai 
limiti e sostituendo b con a*+, avremo 

• j 


da H 

e successivamente derivando si ha per la differenziazione delle funzioni composte 


( 3 ) 


da' 
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5. Ciò posto proponiamoci di trovare lo sviluppo secondo le potenze di * della 
espressione 

(x-4-a 0 ,x-t-a,, x-t-aj r . 

I’er la differenziazione delle funzioni composte è manifesto che la derivata rispetto 
ad x di questa espressione è 

jx-Ht 0 ,x-t-a 0 ,x-Hi x-l-a„) , " , + (*-Hi 0 ,*-t-a t ,*-l-a l ,...,x-t-a.) ,, " , +... 

4-(*-t-a 0 ,x-H», , . . . ,x-t-a„,x+a„) r -* . 

Ora è chiaro clic ogni termine di ciascuna parte di questa derivata è un ter- 
mine dell'espressione e ogni termine (x-^-a # ) <M (x-^-a 1 ) 0, ... 

(x-t-a,'“* sta ripetuto nella prima parte tante volle quante unità contiene il nu- 
mero che esprime in quanti modi il numero % si può comporre in due parti, ossia 
sta ripetuto a # -M volle; nella seconda parte starà ripetuto a,-f-l volte, . . . nella 
volte , ossia in totale sta ripetuto volte ; 

quindi questa derivata sarà eguale ad (n-4-r)(x-t-o 0 ,x-t-a ) ,...,x-t-u,’' ; che anzi 
successivamente derivando avremo in generale 


d* / ti +r\ 

— (*+«„*+(!, a+ajtf ^ ls!(x+a,,3-Hz l ,...,*+a.) r- ' 

laonde sviluppando l'espressione (x-t-a 4 ,x-|-a,, ...,x-t-a„) r secondo la forinola di 
Maelaurin si avrà identicamente 


« 


(x-t-a 0 ,x-t-ff,, . , . ,x-t-a n )'=(o # ,a, o,) r -f^ n ^" r ^ (o„a a,)" 1 * 

+(’*2 r j ( a »-«..— («••«, 


Ponendo a 0 = 0,a,=l =» ed osservando che (0,‘l,2,...,n) r =(l,2 n) r la 

formola (4) si riduce a 


( 5 ) 


(x,.r-t-1 ,x+2 x-4-n) r =(l ,2,...,«) , -+-( n ^ r ) (1 ,2 n)'-'x 

" + " ( T (< .* n)**’’ 
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la quale è la relazione enunciata nella Quistionc 52 del Giornale di Matematiche di 
Napoli. 

6. La forinola (5) ci dà 

(t,2,3,...»)~*=[1,1-H,1+2,...,1-i-(n— 1)]^ = (t,2,...,»_|)'+' 



Ma si à per la Corniola (I) 

(1,2.3 »— l,»r , =(1 l 2,a,...,n- ir , -t-»(l, 2 , ..iti' 

quindi eguagliando i secondi membri di queste identità, e togliendo la parte co 
niune si avrà: 


n(l,2,,..,»)''= n t- r (| i3(< 

1 


.,n- 


lvr (n+r)(w4-r— I) 

()'+-— (1 ,2.. ,n — I/" 1 


, ('»+n(n + r-t)..,(w-i-l) , i „ _ (n+r)(n+r— t)...(n+t)» 

1-2-. r v " Ù...r(r-H) 

Ora se n-fr è un numero primo maggiore di » — J- 1 ciascuno dei termini del secon- 
do membro è divisibile per n-f-r, e poiché il fattore n del primo membro è. minore 
del numero primo n-f-r, 1’ altro fattore (t, 2, .. .,n) r sarà divisibile per n+r. Ciò 
posto se n-j-r — t è un numero primo maggioredi r+1 , esso dividerà (1,2,..,» — l) r 
c tutti gli altri termini del secondo membro della (6), c poiché il fattore n del primo 
membro è minore del numero primo »+r — I l’altro fattore (l,2...,») r sarà divisi- 
bile per n-|-r — 1 : e cosi continuando si vede che esso è divisibile per lutti i nu- 
meri primi maggiori di r+1, che s’incontrano andando da n+r sino ad n-f 1 ; os- 
sia che (1 ,2,...,») r , che si suole indicare con è divisibile per tutti i numeri 

primi maggiori di n ohe s’incontrano nella serie r-f-2, r+3 r-(- ». (Quistionc 

53 del G. di M. di Napoli). 

7. Fu ad occasione di questo teerema enunciato dal prof. Fergola, clic l’illustre 
Sylveslersi ricordò aver egli rinvenuto un teorema il cui enunciato avea molta ras- 
somiglianza eoi presente c ne formò quindi oggetto della Quistione 56 del G. di 
M. di Napoli. Non sarà quindi fuor di proposito se io mi permetto fare una digres- 
sione sulla sopraddetta Quistione. F„ssa consiste nel seguente enunciato : 


i 
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Se si indichi con S j, t la somma delle combinazioni ordinarie ad j ad j dei numeri 
da 1 ad i ossia il coefficiente di f nello sviluppo di 2). ..(<+») si avrà 


mi 'mi 


■8|.. 




(ro-M)l 


(m-t-2) ! 




dedurre come conseguenza clic S il( sarà divisibile per tutti i numeri primi Mag- 
giori diy-t-f, che si trovano nella serie «-t-l ,i,> — l„„i — y-t- 1. 

Dimostrazione — Pel teorema del binomio si à 

{1 +*)P=2(J)* r =2]p(?-«yj»-2).. • [/3-(r-i)jJ 

raa si à 

» )(p— 2) • - • [p— <»•— i)]=2(-ir*v«,,-,r 


dunque 

(1 -H*)P=2^S„»-, 

e poiché d'altronde è 


mi 


(ro-M)l 


-K..- 




sara 

(7) 




mi in? ^ 


mi 

x"*' x T 


‘(tzh—1 )! 


ri 


Ciò posto per dimostrare la seconda parte del teorema io potrei ricavare l’ espres- 
[P(t -HA)]* 4 -* 

sionc di - — ^ — sìa dalla (7) cambiandovi m in m-M , sia moltiplicando il 
t [p(] — t— x)J"* 

— — 1 ~ pel valoredi^ — — — dato dalla (7), e per la nota serie che rappresenta 


fratto 


l valore di ed eguagliando i coefficienti di co m + r+i in questi due sviluppi 

cosi avuti io potrei ottenere l’ eguaglianza 


1 S„_. 1 S„. 


r-t-l m r(m-M)l r — 1 (m-i-2)l 


I I S,„_, ^ + S, 


(m+r)l 


=(«+<> 




(m-(-r-H)l 


e da questa ricavare la divisibilità enunciata. Ma varrà meglio procedere diversa- 
mente. Per un teorema di Eisenstein (Bertrand, Calcul di/férentiel, N.° 332) si sa 
che data una serie 

u=A # -t-A,*+A t * , +. . . 
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indicando con B„„ il coeflkiente di ce* in u“ dovrà aversi 
1=1 

buindi ponendo 


l'(H-i) . 1 1, , (—1)" , 

u=— - =1— -aH-rae*— -j-*"-!-. .. 

* 2 3 n-M 


si avrà per la (7) 


S "’*— * 


laonde la (8) diventerà 

(_4) “ *»-* ) 

a quale osservando che si à 

sl(n-t-m)l/m\ 1 Y n + S ^ 

/ Mi+ K 

si potrà mettere sotto la forma 


( 9 ) 


Sfl'ft+m-t V 1 / ni — 1\/tn— s 1 \ 

n—s / /n+*\ 

UT» ) U+»; 


c questa se m<n si riduce a 
S»n 


(IO! 


^»n»+ii»-> _'y — iVra — s — 4\ 

/n-i-mA V r — 1/ V n — * / /n+j\ 

UT» ) ,= * U+v 


dappoiché nella (9) il simbolo ^ j , come per l’ordinario , deve ritenersi come e- 
guale ad 1 se p o v sono nulli e. come eguale a zero se p o v sono negativi. Ora 
la (10) ci fa palese che da s=1 fino ad s=m— \ è intero, tale ancora 

sarà è poiché (”^*) è intero, si può conchiudere che 
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per ogni valore di m minore di n.S.,, 


'%+t/ e ' 


intero ; ina allora ogni ter- 


mine del secondo membro della (9) essendo intero, tale sarà ancora il primo mem- 
bro, c perciò per qualsiasi valore di m, è intero ; ossia ponendo 

n=J,n-hm— 1=i si potrà enunciare che Sj,f è divisibile pel numero 
(»+<)t(t— y-t-l) 

l/+<) 

primi maggiori di j + 1 e che si trovano nella serie i-J-l ,i,i — I » — 

8. E qui sarebbe finita col teorema di Sylvester; se non che qui cade in accon- 
cio dedurne come conseguenza una relazione fra le S, clic non sarà forse inutile. 
Si à 


, e in conseguenza clic S J>( è divisibile per tutti i numeri 


(i +*)-«=(< +*)- e “f««)=(l ; *)-[! +at-[\+x)+...+cr [l (1 +a)r - +...] 

mi 


quindi il coefficiente di a” 1 in (l-fx)' 

(<+*rw+*)] 


; dunque il coefficiente di a“ in 


Sv('+*i' 


4 sS= |l+ "‘W' + * | l"- 


iP(i+*r 




:(«-t-m)(o-t-m — 1). . ,(a-M;(l -+-*)“ 


(1 -f») a =e a, '('+*)= 1 +«f (| +x)-ha' i ....-Hà— » [r(1 

m ! 
cT 

laonde il coefficiente di a” in (1 +X) 1 * 4 * sarà espresso anche da 
dir* 




(w — 1)1 


mi 
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,_Vc 

— imi ^nm ; 

ri 


f | jìir 

Sostituendo nel secondo membro per — -il valore dato dalla (7) sarà rag- 

gruppando i termini secondo le potenze di x 

(«-M* W«+-)P=Z [(-ir-s„ 1 .s r . ll ^+(_ ir -s„.8 f ^ ir . l +. . . . 




ma si à d' altronde 


<T 






x r 

r ~ m ’ r ~ i rj : 


rf*" r IA r / m \ \ r — | ' tm-h 


(m-M)l 


( "* A Wi 
\r — i/(rn-t-2)l 





■<)! 


/ m \ S»in+i 

Vr— 2/[m-t-2)! ' ' ’ 


+Mr 


(m-t-r)l | r! 


perciò dovrà aversi identicamente 

LVr/ m! \r — 1/(m-t-1)I + lr— 2/(m-t-2)l — |‘ 

(— l) r *S, I) , -“S„, 


nella quale i simboli 0), S Jl( debbono considerarsi come eguali a zero se j è ne 
gativo e come eguali ad 1 scj è nnllo. 
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9. Torniamo ora alle funzioni simmetriche complete c indichiamo con ( — I ) r p r , H 
a somma di tutti i prodotti di r fattori disuguali scelti fra le lettere <«,, 0 ,, 

Si anno evidentemente le relazioni 

Sarà quindi 

’+"V 9 ***+Pr> »+r -| — 0 r-| V 

n + t^r-tm 

~+~ *' O’iH-r- iPr»iM-r- 1 = ^ r»w-iP#m-yl"^ 

+V 0 > A+r— i ( p nmr-t a »+r-%Pr-% » m-r-il “I" a *^V-t»iiPi >»-i 
^ a *+iVr-iin+ t Pi’*-t' a n+J l . . 

“H fl A+r- 1 »»+r- \Vr - 1 r t r-t>np% >»- 1 ^r-*> n+tPt » » 

• • • ■^ _ ^o«a+i w »/ ; r , »^“ a = 2j*-r—* • • = 2 I 


S^n. r-|ij * ^i a * a a^ ) r ®t®r •*°r == 

, . . . ■+•(—! ) r a < a ! . . . a^O 
dunque sarà idenlicamente 

(M) m“HV r-v n+iPi * »+i ^ r-*> a-*- iRvfc+i 

“t* ^ O'ft+rPr’A-VrH — 1“^ 

10. Ponendo a,=1.a,:=2, Oj=3l,...,V fMI diventa ff r> » e p r , m diventa ( — 1) r S r , 1l 
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e quindi la (44) si riduce a 


^r-| m+i^i tn : C r - 5 » ll+ .jS. i , B+1 -f-.. t 

^ } ^0'in-rSrin+r-i^^ 


la quale è la relazione proposta nella Quistione 57 del G.di M.di Napoli; per mezzo 
della quale tenendo presente la divisibilità di Sy, { dimostrala nel N. 7, si trova col 
metodo di deduzione da r ad r+l che <r r , % è divisibile per tutli i numeri primi 
maggiori di r-M, che si trovano nella serie n,n-t-l,. . . ,n-i-r; risultato eui siam 
pervenuti diversamente nel N. 6 ; salvo che da quel procedimento non appariva 
che Irai numeri della serie va compreso anche n come ora abbiamo veduto. 

1 1 . Si à 

1 

■ =ar , -Hi 1 ar , +a l V*-K . . 

fl I 

quindi 


(*—“,)(*— oj. . .(*— a») 


(ar~ * -t-a,as — *-4-a , *sc _ 
X(ar , -Hi t ar*-Hi I , * _ *- 
X 

l X(a* , -t-a n iì' , -t-fl l , , «r 3 - 


Ora il termine generale di questo prodotto è o,*»*-* 1 -"— ; 

quindi si otterranno tutli i termini di x~ n ~ T prendendo per a^a, a„ tutte le 

soluzioni intere e positive dell'equazione a, -t-a,+ . . .-t-a,=r; epperò il coeffi- 
ciente di x~ n ~ T sarà V ri<) dunque si avrà la forinola 




(x—a,)(x—a,). . .(x—a,ì 


c=V # , -t-V lt „*-*-‘-t-.-+V r ,„*-"- r + .. . . 


ma si à anche 


quindi moltiplicando si avrà 

-t-V',,«sr*'*....-t-V I . 1 „«"* -r H-. . .; 
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ma si à d'altronde 

(13} — - — —x~'-^-a,x~' 1 + a„*ar 3 -t- . . . . . 

x — a, 

laonde eguagliando i coefficienti di z' r ' 1 nella (12) e. nella (13) si à 


cambiando in questa successivamente n in 1 , 2 ,..., n-t-r e sommando si avrà 
'y. + ^ ,+K=a, r -Hi t r + . . • -+-«%+r 

Quindi essendo 2 ,== 2* = ' • •=2" = ^ 1 ’ sara 

r i "+iPo»n4* ^ f-i t«4iPi jin+r— t^r — ■»*•+?— 1 
Vr»"W , 0>"+|4~ ^ r-i *» M-aPi * V j j n+rPr -t ì »+r-| [ 

) =a ( r -t- a l , -4-. . .-t-a , , +r 

+ ‘ • 

f r—ti"+rPt'*+T — « 


fi S0^85 
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